Esercizi sul Polinomio di Taylor

e Approssimare la funzione f(x) = In(1+sinx) con il polinomio di Taylor
di ordine n = 2 e punto iniziale xq = 0.

Soluzione

Per approssimare la funzione, occorre determinare la derivata prima e
seconda:

cos T —sinz(1+sinx) — cosx(cosz)  —sinz —sin®z — cos? x

(@) = (1 +sinz)? - (1 +sinz)?

(x — xO)Q.

f'(x) =

~ 1+4sinz’

-

Possiamo scrivere f(x) &~ f(zo) + f'(z0)(x — z0) + f"(x0)

Nel nostro caso f(0) = f(0) = f"(0) = —1. Quindi:
f(x)%O—l—l-(x)—l-%Z:x—x;

sinx

e Approssimare la funzione f(z) = e
ordine n = 2 e punto iniziale zy = 0.

con il polinomio di Taylor di

Soluzione

Per approssimare la funzione, occorre determinare la derivata prima e
seconda:

fl(xr) = e cosw;  f"(x) = ™7 cosz-cos p+e*-—sinx = "% (cos® x—sin 7)

. : / " (:C — xO)Q

Possiamo scrivere f(x) ~ f(xo) + f'(zo)(z — x0) + f"(x0)———.
) =

Nel nostro caso f(zg) = ™0 = ¥ = 1; fl(xg) = e0cos0 =
1, f"(zo) = ¢™%cos?0 — sin0) = 1.

Quindi:
sinx :L.2 :L.2



e Approssimare la funzione f(x) = arctan(z) con il polinomio di Taylor
di ordine n = 2 e punto iniziale xq = 1.

Soluzione.

Per approssimare la funzione, occorre determinare la derivata prima e

seconda:
1 2x
/ _ . " -
f (l’) - 1"—.1'2’ f (l’) (1-'-.%'2)2
. . / " (:C — xO)Q
Possiamo scrivere f(x) ~ f(xo) + f'(zo)(x — x0) + f (ZL‘O)T.
Nel nostro caso f(x¢) = arctan(1) = 2%; =% fQ1)=-s.
Quindi f(z) ~ T+ L(z —1) — LEZ ossia:
x? Im 3
f(ZL’)N—Z'f‘ZL“l—Z—Z
Esercizi sui Limiti Notevoli
3r
e Utilizzando i limiti notevoli, calcolare il lim
z—0 2,1‘
Soluzione
e — 1 L
hl% = —. Per risolvere tale limite possiamo ricorrere ai limiti
Tr—r

notevoh Moltiplicando e dividendo per 3z otteniamo:

3r 1 3z 1 3 3 3r 1
lim & — lim & 22 i & . Ponendo 3x = y, se
=0 21 z—=0 3z 2x 2 z— T
x — 0 allora y — 0, avremo:
3z __ 1 v _ 1 3z __ 1 3
lim & — lim &= — 1. Quindi lim _2
z—0 3z y—0 Yy z—0 2x 2



e (Calcolare i seguenti limiti:

1

sin —

e lim L.
r——+o00 . 3
sin —

x

Soluzione

!
sin —
lim L — —. Per risolvere tale limite possiamo ricorre ai limiti
T——+00 . 3 0
sin —
x

notevoli. Moltiplicando e dividendo per % al numeratore e % al denom-
inatore si ottiene:

sin L S
- el
lim L — Jim —*—— Ponendo X =ye 2 = zse x — 400 allora
3
T—+00 sin 3 z—+oo Sin G 3 T T
hd = - S
l’ xT
y— 0ez— 0. Quindi:
. 1 . . 3 .
) sin = . siny . sin = . sinz .
lim T = lim = 1; lim £ = lim = 1. Di con-
1 ) 3
r—+oo = y—0 Yy T—+00 p z—0 Z
X
seguenza:
. 1
sin—
% 11
lim %*— = lim % = —.
T—r+00 Sin% 3 T—r+00 3 3
S @
xT

elimvn2—1—+vn+1

Soluzione

limvn2 —1—+vn+ 1= +o0o— oo. Per risolvere questa forma indeter-

minata occorre razionalizzare:

vn?i—1++vn+1
vn?2—1++vn+1

lIimvn2—1—+vn+1l=limvn2—1—vVn+1-



n*+n . n? (14 1)

e (=) 4 (D)

lim =
noyn2—1++n+1

2

. n? . n .
zhmT\/_ :llmi1 =limn = +o00
n n n n n
(NB: li L 0: 1 —1 0;: U ! 0)
lim—=0; lim =0; lim— =
n n ’ n \/ﬁ ’ n n2

Utilizzando i limiti notevoli, calcolare i seguenti limiti:

o 1l—e7"
o lim — ;
z—0 SInx

Soluzione

. 1—e" 0 . .. . . e .
lim — = —. Per risolvere tale limite possiamo ricorrere ai limiti
z—0 SInx

notevoli. Moltiplicando e dividendo per x si ottiene:

1—e" 1—e" T
lim — = lim - ——. Ponendo —x = y, se x — 0 allora
z—0 sinx =0 X sin x
y — 0, avremo:

o 1l—e" 1 —eY eV —1 . T . 1
lim = lim = lim =1; lim — = lim — =
z—0 x y—0 —y y—=0 Yy =0 SIn z—0 SIBT

X

1.

1—e*
Quindi: lim —; =1.
z—0 SInx

. sin 2x
olim ——;

2—0 In(1 + )
Soluzione

. sin 2z 0 . o . . .
e lim ——— = —. Per risolvere tale limite possiamo ricorrere ai lim-

z=>0In(l+z) 0
iti notevoli. Moltiplicando e dividendo per 2z al numeratore e per x al

denomitore si ottiene:



sin2r ’ —5112112’” 2z 9. 1i —5112112’” p do 22 —
Jm In(l1+z) e Y GRE) r S gy - Ponendo st =y, 5
x — 0 allora y — 0, avremo:

in 2 i In(1
lim et lim Sy 1. Inoltre lim M =1.
=0 21 y—=0 gy x—0 x

in 2

Quindi: lim SmEr

z—=0 In(1 + z)

Massimi e Minimi Assoluti

e Determiniare i punti di minimo e massimo assoluto della funzione f(z) =

v1—a22.
Soluzione

La funzione f(z) é definita per 1—z? > 0, ossia nel dominio D = [—1,1].
Essendo D un insiem chiuso e limitato, per il teorma di Weiestrass, la
funzione é dotata di minimi e massimi assoluti. I punti di minimo e di
massimo assoluto vanno ricercati:

e Punti di frontiera: z = +1;2 = —1. Nel nostro caso f(1) =
0; f(—1) = 0.

. . . 2z
e Punti che annullano la derivata prima: f'(z) = ———= =0 <

2v1 — 22
P=0 f0)=1

2x
e Punti di non derivabilita: f'(r) = ——— Va €| —1,1].

I punti di non derivabilita sonoi x =1 e x = —1 che coicindono con i
punti di frontiera.

Quindi possiamo affermare che il punto £ = 0 é un punto di massimo
assoluto, i punti z = 1 e x = —1 sono punti di minimo assoluto.



e Determinare i punti di massimo e di minimo assoluto della funzione
f(z) = |z — 1] + 2* nellintervallo [0, 2]

Soluzione.
I punti di massimo e di minimo vanno ricercati:

e Punti di frontiera z = 0,2. Nel nostro caso f(0) =1e f(2) = 5.

e Punti di non derivabilitd. La derivata é f'(z) = (Ej') + 2z.

In questo caso x — 1 # 0 e quindi la funzione non é derivabile in x = 1.
Calcolando il valore della funzione abbiamo f(1) = 1.

e Punti che annullano la derivata prima. In questo caso, per semplicita
la funzione diventa:

(x—1)+2*> se z—1>0
—(z—1)+2* se x—1<0

Quindi ponendo la derivata prima pari a zero abbiamo:

1+2z se z€|l,2]
—1+42x se x€][0,1]

In questo caso, 1 +2z =0se x = —% ma questo punto non appartiene
all'intervallo ]1,2]. Mentre —1 4+ 2z = 0 se # = % che appartiene
allintervallo [0,1]. Quindi I'unico punto in cui si annulla la derivata
1
5.

Quindi otteniamo che f(1)) = 2.

prima € r = 1

Confrontando i tre casi, possiamo dedurre che x = 2 é un punto di

massimo assoluto mentre x = % ¢ un punto di minimo assoluto.



