Matematica per I’Economia (A-K)
I1 Esonero — 15 dicembre 2017
(prof. Bisceglia)

Traccia A

T
sen2x VX< —
Data la funzione f(x)= , individuare eventuali punti di discontinuita e

cos(z —x) Vx> %

classificarli.

Determinare, se possibile, un punto di approssimazione con un errore €< 9", dell’equazione
—xe* +1=0, nell’intervallo [0,1].

Studiare la funzione f (x) =log, (ZX —1), e tracciarne approssimativamente il grafico.
2

k 1 0
Data la matrice A=|[1 0| con b=|-1] studiare il relativo sistema, nella sua variabile.
2 1 1

X

Data la funzione f (X) =e? - , calcolare la primitiva P, passante per il punto (0,1).

1
V1 (7x)?

Data la funzione utilita, U(x, y):xy, nel rispetto del seguente vincolo, X+ Yy =10 ; determinare

[’eventuale punto estremante esterno.

Svolgimento - Traccia A

sen2x vx<Z i
Essendo f (x)= 2, per cui f & continua in R— {E} ; si osserva che
cos(z—x) Vx> %
Xﬁ% x»%

lim f(x)= Iimsen2x=0=f(%) ; pertanto la funzione data non ha punti di

T T
X—>= X—>=
2 2

discontinuita.



Data la funzione f(x)=—xe* +1, continua nell’intervallo [0,1], e risultando f(0)- f(1)<0
, ricorrono tutte le ipotesi del teorema degli zeri, pertanto 3x, € 0,1/ f(x,)=0. Per cui

sapendo che X, —c,|<c, —a, = bZ:*? <9* : si ha
b_?sg‘l <:>b;_la£2”+1 @nzw—l quindi n>1099 4 516 pertanto,
2m 9 log 2 log 2

posto n = 3 si osserva che il punto di approssimazione con un errore e< 9" risulta:

N an bn Ch f(an) f(bp) flcn)
0 0 1 1/2 + = 1
1 1 1/2 3/4 — + _
2 1/2 3/4 5/8 + _ _
3 1 5/8 9/16 + _
essere c, = g, e tale valore rispetta I’errore in quanto |-— — > = 9. 1 = L < 1
16 16 8 |16 2| 16 9

Data la funzione: f ()= log, (2* —1).
2
Insieme di definizione:

Essendo una funzione logaritmica, deve essere 2* —1>0<2* >1= 2° = xe ]0,+oo[
pertanto X = ]O,+oo[

Quindi tale funzione é definita VX ]O,+oo[, OvVvero
f 110,40 - f(x)=log,,(2* ~1)eR

Segno della funzione:
Deve essere f(x)>0 < log,, (2% ~1)>0=1log,,1 = 2" 1<l 2" <2 = x<1

Pertanto f(x)>0< vxe o JNX =]
Quindi f(x)<0 Vx e L+ X = [L+od

E conseguentemente f (x) =0 < x =1 lafunzione passa per il punto (1,0)

Limiti significativi:
Essendo una funzione continua, per ogni punto di accumulazione interno al suo insieme di
definizione il lim f(x)= f(x,), pertanto ha senso calcolare il limite nel punto di accumulazione

X—Xg

che non appartiene al dominio e nell’estremo inferiore.

lim f (x): lim log,, (2X —1): +00, in quanto trattasi di funzione composta, per cui
x—0"

x—>0*

lim (2X —1)= 0 e conseguentemente yILng log,, y =+o0

x—0*

lim f(x)= lim log,, (2X —1)= —o0, sempre trattandosi di funzione composta, si ha

X—>+0

lim (2X —1): +oo e conseguentemente lim log,, y = —oo
y—>+x

X—>+00



f(x)

Quindi si osserva che il limite lim —— ponendosi sotto la forma indeterminata infinito su infinito,
X—>+0 X
. log,,(2"-1) . 2*log2
con de I’Hopital si ha lim ]/2( ): lim g log,, € = log 2log,, € = -1 e quindi il
X—>400 X X—>+00 (2X _1)

lim (f (x)+x) = lim log,, (2" ~1)+x =0

X—>+00

Pertanto la retta y = —X € un asintoto obliquo a destra e la retta x =0 & un asintoto verticale a
destra.

Derivata prima e monotonia:
X X

f'(x)=log,, e2x2—1|09e 2., quindi f'(x)>0 <> log,, ezxz—lloge 2> 0, ed osservando che

solo log,, €, & negativo, risulta f ’(x)> 0 < x e quindi la funzione & strettamente decrescente

nel suo dominio.

Derivata seconda e concavita:
F7(x)= log, 2 (2X —1)2X log, 2 - 2*(2x log, 2) _ log, 2 —(2X log, 2)
log, 1/2 (2x-1) log. 12 (2* —1f

log,1/2 & negativo, risulta f"(x)>0 <> x € J0,+od pertanto la funzione ¢é strettamente convessa

, ed osservando che il

nel suo dominio.

.
\‘\
"
e quindi dedurre che:
f(J0,+o[) = R, f & invertibile ed illimitata.
k 1
4.  Essendo il sistema Aa =D, siosservacheper A={1 0 det(A’):‘1 O‘:l mentre il
5 1 2 1
k 1 0
det(B)=|1 0 -1 = k‘(l) _;H; _J — k —3; quindi per k =3 Car(A)=2Car(B)=3,
2 1 1

pertanto il sistema & incompatibile; mentre k =3, Car(A)=Car(B)=2=r il numero delle



incognite, pertanto il sistema diventa di Cramer, compatibile ed ammette una sola soluzione
X=-1 Xx=-1

OVvVero = :
2x+y=1 |y=3

2 1

Data la funzione f(x)=e?-——=—, si ha jeg— dx , e quindi
1 ()"

1
V1= (ax)’

z 1 | o
e2dx— | ————=dx = 2e? ——arcsen(nx)+c; pertanto per la primitiva richiesta deve
J. J.wll—(7z7()2 a
0

essere F(0)=1<«> 2e2 - iarcsen(7z0)+ c =1« c=-1, conseguentemente la primitiva é:
T

F(x)=2e? —%arcsen(ﬂx)—l.

Data la funzione utilita U(x, y)= Xy, nel rispetto del vincolo X+ Yy =10, che possiamo esprime in
funzione di una variabile, y=10—-Xx< g(x):lo— X , per cui la funzione diventa
U(x,g(x))=h(x)=x(@10—x), quindi la funzione di una variabile h(x)=-x*+10x, la cui
derivata prima risulta h’(x) =—2x+10 e posta uguale a zero, h’(x) =0 -2x+10=0<=x=5
e conseguentemente, nella funzione y = g(x)<:> y =5 quindi il punto estremante risulta (5,5); ed
osservando che h”(x)=—2, il punto trovato & di massimo, e la sua utilita massima & U(5,5)= 5.

TracciaB

VA
. arcsenx+— Vvx<0 . . . . c R
Data la funzione f(x)= 2 , individuare eventuali punti di discontinuita e

arccos X Vx>0
classificarli.

Determinare, se possibile, un punto di approssimazione con un errore €<97' | dell’equazione
xe* —1=0, nell’intervallo [0,1] .

Studiare la funzione f (x) = log (3X —1), e tracciarne approssimativamente il grafico.

1
3
11 1
Data la matrice A=[2 0| con b=| 0 | studiare il relativo sistema, nella sua variabile.
k 1 -1

Data la funzione, f(x)=2%"+——

- . 4
calcolare la primitiva P, passante per il punto | —,0 |.
sen“x 2

Data la funzione utilita, U(X,Z):XZ, nel rispetto del seguente vincolo, X+z =8 ; determinare
[’eventuale punto estremante esterno.



Svolgimento - Traccia B

T
arcsenx+— Vx<0

Essendo f(x)= 2 , per cui f & continua in R—{0}; si osserva che
arccos x Vx>0
f(0) = arccos(0) = = : il lim f(x)= lim arccos x :% ed il

lim f(x)= lim arcsenx+%:%= f(0) ; pertanto la funzione data non ha punti di

x—0" x—0"

discontinuita.

Data la funzione f(x)=xe* —1, continua nell’intervallo [0,1], e risultando f(0)- f(1)<O0,
ricorrono tutte le ipotesi del teorema degli zeri, pertanto 3x, € 0,1/ f(x,)=0. Per cui

sapendo che X, —C,|<c, —a, = bznf <9™ : si ha
b_?SQ’l @b;fszml @ﬂZM—l quindi n>1099 4516 pertanto,
2" 9 log 2 log 2

posto n = 3 si osserva che il punto di approssimazione con un errore e< 9" risulta:

N an bn Ch f(an) f(bp) flcn)
0 0 1 1/2 = + —
1 1 1/2 3/4 + — +
2 1/2 3/4 5/8 — + +
3 1, 5/8 9/16 — +
essere c, = 3, e tale valore rispetta 1’errore in quanto |— — > = 9. 1 = 1 < 1 .
16 16 8 |16 2| 16 9

Data la funzione: f(x)= log, (3" —1).

3
Insieme di definizione:

Essendo una funzione logaritmica, deve essere 3* —1>0« 3" >1= P oxe ]0,+oo[

pertanto X = ]0,+oc]
Quindi tale funzione é definita VX e ]O,+oo[, ovVero

f :]0,400[ > f(x)=log, (3" -1)eR

3

Segno della funzione:
Deve essere
f(x)>0 < log, (3 ~1)> 0 =log,, 1 3* ~1<1¢3* <2=3"%? & x < log, 2

3



Pertanto f(x)>0 < Vx e |-oo,log, 2[N X = ]0,l0g, 2
Quindi f(x)<0 < Vx e Jlog, 2,49 N X = Jlog, 2,4+

E conseguentemente f(x)=0<> x =log, 2 lafunzione passa per il punto (log, 2,0)

Limiti significativi:
Essendo una funzione continua, per ogni punto di accumulazione interno al suo insieme di
definizione il lim f(x)= f(x,), pertanto ha senso calcolare il limite nel punto di accumulazione

X—>Xg

che non appartiene al dominio e nell’estremo inferiore.

lim f(x)= lim log, (3 ( 1): +00, in quanto trattasi di funzione composta, per cui

x—0* x—0"
3

lim (3X —1) 0 e conseguentemente lim log,; y = +oo

x—0" y—0*

lim f(x)= lim log, (3 ( —1)=—00, sempre trattandosi di funzione composta, si ha

X—>+00 X—>+00 3

lim (BX —1) +o0 e conseguentemente lim log,, y =

X—>+00 y—>+o0

f(x)

Quindi si osserva che il limite lim ponendosi sotto la forma indeterminata infinito su infinito,

X—>+00 X
Iogl(3X —1) 2 loa3
: 3 : 0
con de I’Hopital si ha lim —2——— = lim (X—gjlogu3 e =log3log,; e =—1 e quindi il
X—>+00 X X—>-+00

lim (£ (x)+x)= lim log,,(3* —1)+ x =0

X—>+00

Pertanto la retta y = —X € un asintoto obliquo a destra e la retta X =0 e un asintoto verticale a
destra.

Derivata prima e monotonia:

f I 3 ——Ilog, 3., f’ 01 A ——Ilog,3>0, h
'(x)=1log,; e 3 1'% quindi f'(x)>0 < log, ;e 31109 3> ed osservando che

solo il log,,e , & negativo, risulta f’(X)>0<:>X€@ qumdl la funzione € strettamente

decrescente nel suo dominio.

Derivata seconda e concavita:
F(x) = log, 3 (3X —1)3X log, 3—3*(3X log, 3) _ log, 3 —(3X log, 3)
log, 1/3 (3" -1f log, 13 (3* -1

log, 1/3 & negativo, risulta f”(x)> 0o xe ]0,+oo[ pertanto la funzione € strettamente convessa

, ed osservando che il

nel suo dominio.



=,
\"\
~
e quindi dedurre che:
f (J0,+oc[) = R, f & invertibile ed illimitata.
11 L
4. Essendo il sistema A =D, si osservacheper A=|2 0 det(A’):‘2 0‘:—2 mentre il
k 1
11 1
11 o .
det(B)=2 0 O =—21 =4 quindi Car(A)=2# Car(B)=3, pertanto il sistema &
k 1 -

incompatibile per Vk e R.

5. Data la funzione f(x):23H+L2 , si ha I(23X1+ 12 jdx , e quindi
sen®x sen“x
J‘23de+.|' 12 dx = ! 2% _cotgx+c ; pertanto per la primitiva richiesta deve
sen-x 3log 2
“ra —r-1
V4 2?2 Va 2
essere F|—=|=0< —cotg| — |[+c=0<=cCc=- , conseguentemente la
2 log8 2 log8
3
3x-1 5”71
rimitiva é: F(x)= —cotgx — .
P ( ) log8 d log8

6. Data la funzione utilita U(X,Z): Xz, nel rispetto del vincolo x+z =8, che possiamo esprime in
funzione di una variabile, z=10-x<>g(x)=8-x , per cui la funzione diventa
U(x,g(x))=h(x)=x(8—x), quindi la funzione di una variabile h(x)=—x* +8x, la cui derivata
prima risulta h'(x)=-2x+8 e posta uguale a zero, h'(xX)=0< 2x+8=0<x=4 e
conseguentemente, nella funzione z = g(x)c» Z =4 quindi il punto estremante risulta (4,4); ed
osservando che h”(x) = —2, il punto trovato é di massimo, e la sua utilita massima & U (4,4) =42



